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Capitulo 1

DINAMICA DE LA PARTICULA

Para poder realizar estos problemas es necesario conocer las leyes de Newton, el teo-

rema de la Energia Cinética y el concepto de Trabajo.



1. DINAMICA DE LA PARTICULA

1.1. Problema 1

Hallar el trabajo que realiza
la fuerza F = 622yi + (223 — 6y) j al
desplazar una masa puntual des-
de el origen hasta el punto A. 1°)
siguiendo la linea quebrada OBA,
donde OB=y=2ry BA=y = 2.
2°) a lo largo del arco de parabola
y = %2 NOTA: Se supone que las
coordenadas se miden en metros y

la fuerza se expresa en Newtons.

SOLUCION

Este problema es un problema académico que sirve para ilustrar el concepto de trabajo
y su céalculo. El trabajo realizado por una fuerza a lo largo de una trayectoria es una

magnitud escalar que se calcula por medio de una operaciéon vectorial: la integral del
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producto escalar de la fuerza por el diferencial de trayectoria. Se expresa como:

.
/F-dr_"

siendo F la fuerza que realiza el trabajo, dr’ el diferencial de trayectoria e ¢ y f el inicio

(1.1)

y el final de la trayectoria. Asi, sustituyendo con los valores del problema, se tiene:

A Q _ .
/ F-dr = / (62%yi + (22° — 6y)j - di
0 0
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1.1. Problema 1

si pasamos el dr’ a coordenadas cartesianas, se tiene:
A A . . . . ~
/ Fdi= / <6:B2yz' + (22° — 6y) j) - <d:m' Fdyj+ dzk:)
0 0
realizando el producto escalar, multiplicando componente a componente, se obtiene:

A A
/ F.di = / 62%ydx + (21:3 — 6y) dy
0 0

El producto escalar ya esta calculado, ahora es necesario tener en cuenta la trayectoria
seguida para poder evaluar la integral. Si primero se evalia la trayectoria OAB, hay que
tener en cuenta que ésta a su vez se divide en dos trayectorias OA y AB. Por tanto, es
necesario realizar dos integrales:
B B A B A
/ Fdi = / ﬁ-dﬂt/ Fedi = / 62%ydx+ (2:703 — 6y) dy+/ 6x2ydx+(2x3 — Gy) dy
o) o) B o B
Como se puede apreciar, es necesario que en la integral exista una tdnica variable para
poder evaluar la misma. Por ello, hay que tener en cuenta que para la integral a lo largo

de la trayectoria OB, y = 2z y, en consecuencia, dy = 2dx. Por tanto,
B _ B
/ F-dF:/ 122°dx + (22° — 12z) 2dx
0 0

operando(la x varfa de 0O en O a 1 en B):
B _ 1
/ F-dr= / (162° — 24x)dw
o 0

resolviendo

Para la integral a lo largo de la trayectoria AB, y = 2 y por tanto, dy = 0, asi que:

B _ B
/ F-dF:/ 122%dx
A A
realizando la integral

B 2 3
3 12
/ F. /12:p2dx:[ 3”” 2=32-4=281]
1

Q.
=
Il



1. DINAMICA DE LA PARTICULA

La integral a lo largo de toda la trayectoria OB A es:

B _ B _ A
/ F~dF:/ F~dF—i—/ F.dr=-8+28=201J
0 0

B
Ya tenemos calculado el trabajo a lo largo de la primera trayectoria OBA. A continuacion
pasaremos a calcular el trabajo a lo largo de la trayectoria definida por la parabola y =
(1/2)22. Una vez realizado el producto escalar entre la fuerza y el diferencial de trayectoria

se tiene:

A A
/ F.di = / 62%ydx + (2x3 — 6y) dy
o) o

Para esta trayectoria y = %2 y dy = xdx, por tanto:
A A
/ F-dr= / 3ztdr + (Qw?’ — 3x2) xdx
o) o)

poniendo los limites a la integral:

A 2 5 4
/ F-dF:/ 3x4d:c+(2x4—3x3)dx:[5i—3i]g:25—12:20J
o o 5 4

Como se puede ver el trabajo es el mismo tanto si lo calculamos a lo largo de una trayec-
toria como a lo largo de la otra. Esto quiere decir que la fuerza podria ser conservativa,
lo que implicaria que el camino recorrido no determina el valor del trabajo, sino tnica-
mente los pubtos principio y final de la trayectoria. Para comprobar que una fuerza es

conservativa se puede calcular el rotacional de la misma:

i j k
R B ) ) G2 a2
VxF= 2 > 2 | =62"—62"=0 (1.2)

622y 223 —6y O

Como se aprecia, al ser el rotacional nulo, la fuerza es conservativa y por tanto, con haber

calculado el trabajo a lo largo de una tnica trayectoria hubiera sido suficiente.



1.2. Problema 2

1.2. Problema 2

Una particula de masa m se desliza sobre un plano horizontal rugoso des-
cribiendo una trayectoria circular de radio r. La particula esta sujeta a un
punto del plano por un hilo ideal. El coeficiente de rozamiento es constante.
La velocidad que posee la particula en el instante t =0 es v, , y al completar la
primera vuelta a la circunferencia, la velocidad de la particula es v,/2. Se pide
: 1°.- Trabajo de rozamiento realizado en la primera vuelta. 2°.- El coeficiente

de rozamiento. 3°.- Niimero de vueltas que dara la particula hasta pararse.

SOLUCION

En este problema hay que tener en cuenta que el trabajo se puede calcular por medio de
su propia definicion como la integral del producto escalar de la fuerza y el diferencial de
trayectoria o por medio del teorema de la energia cinética que establece que:

/fﬁ dr = 1mv2 - lmv-2 (1.3)

; PR S

siendo v; y vy las velocidades inicial y final del cuerpo de masa m sobre el que se efecta
trabajo. Por tanto, dado que el enunciado nos da las velocidades al inicio y al finalizar
la primera vuelta, el incremento de energia cinética es conocido. No obstante, para saber
el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento serd necesario saber qué fuerzas han
realizado trabajo durante la trayectoria circular. En la figura se muestra un esquema de

las fuerzas implicadas.



1. DINAMICA DE LA PARTICULA

Hay que tener en cuenta que el peso — =~
de la bola y la normal del suelo sobre la / \ “
bola se anulan entre si. Como se puede / -
observar, ademés de la fuerza de roza- \ Fr

miento ﬁ,«, existe la tension del hilo f,
pero dado que ésta es perpendicular al
diferencial de trayectoria dr, no efectia ningin trabajo, puesto que éste es un producto
escalar. Por tanto, la tinica fuerza que contribuye realizando un trabajo es el rozamiento.
Pero no podemos calcular trabajo integrando su expresion, porque desconocemos el mo-
dulo de F. que es N, siendo i desconocida todavia. Por eso hay que recurrir al teorema

de la energia cinética, en el que conocemos el incremento de esta energia. Asi:

- 1 3
/ F,-dr=AFE, = im((vo/Q)2 —v3) = —gmvg

el resultado del trabajo es negativo ya que el rozamiento y el diferencial de trayectoria
son vectores de sentidos contrarios a lo largo de toda la trayectoria circular. El trabajo
del rozamiento siempre es negativo ya que disipa energia y contribuye a que se produzca
un decremento de la velocidad.

Para calcular el coeficiente de rozamiento es necesario considerar la expresion de la

fuerza de rozamiento al deslizamiento:
F.=uN (1.4)

En este problema concreto, la normal del suelo sobre la bola se puede hallar teniendo en
cuenta el diagrama de fuerzas de la figura:
donde se puede ver que es el peso de
la bola el que anula la normal del suelo

sobre ésta, y, en consecuencia:

suelo mg

Fy = pN = pmg



1.2. Problema 2

teniendo en cuenta esta tultima expre-
sion, se puede calcular el coeficiente de

rozamiento por medio del teorema de la energia cinética:

realizando el producto escalar del lado izquierdo de la ecuacion y sustituyendo el valor de

I f 3
/Fr-df’:—/ umgdr:—gmvg

Obsérvese que siempre hay que obtener en el producto escalar, la proyeccion de la fuerza

F.:

sobre la tangente a la trayectoria, que es la direccion de dr. Para el rozamiento la proyec-
cion es todo su moédulo F). pero con sentido contrario al dr, es decir con signo negativo.

Realizando la integral con sus limites correspondientes:

2R 3
—/ pmgdr = —pumg2n R = —gmvg
0

despejando pu:
3 2
=——my
= "16gnr™"0
Por ultimo, el apartado 3 nos pide que calculemos el nimero de vueltas que se realizan
antes de que la bola se pare. Para ello necesitamos calcular el trabajo realizado por la

fuerza de rozamiento desde que la bola inicia su trayectoria con una velocidad vy, hasta

que se para, una vez recorridas n vueltas. Esto podemos expresarlo de la siguiente manera:

n2mR 1
—/ pmgdr = —=mug
0 2

realizando al integral y despejando n se obtiene:

1

2
Am Rug Yo

1
n2n7 Rumg = §mv(2) =n=
teniendo en cuenta el valor de p calculado:

A It
n = —vueltas
3



1. DINAMICA DE LA PARTICULA

1.3. Problema 3

Sobre la masa m situada en el punto A, incialmente en reposo, choca el
péndulo de masa 2m que partié del reposo desde una altura / . Tras el choque,
ambas masas se mueven hacia la derecha de forma que la mas pesada posee
una energia cinética doble que la mas ligera. La superficie ABC, sobre la que

desliza la masa m, es lisa, siendo el tramo BC el de una parabola cuyo vértice

ha?

es B y de ecuacién y = =

Cuando la particula asciende

por el tramo BC, actia una fuerza |
horizontal cuya expresién respecto 3?°|
de los ejes cartesianos de la figura |

es F = ayi(a > 0). Siendo datos h ,

L, a, my g (aceleracién de la gra-

vedad), se pide : 1°.- Velocidad de
la masa m al llegar al punto B. 2°.- Determinar el valor de la constante /[ para

que la velocidad en C coincida con la velocidad en B.

SOLUCION
Para contestar la primera pregunta es necesario que dividamos la trayectoria de la bola

en tres fases:

1. Descenso del péndulo una altura h.



1.3. Problema 3

2. Choque entra ambas bolas
3. Trayectoria recorrida tras el choque hasta llegar a B.

Asi, en la primera fase se puede observar como tnicamente realiza trabajo el peso, ya
que la tension del hilo es perpendicular en todo momento al diferencial de trayectoria.

Por tanto, utilizando el teorema de la energia cinética en el péndulo se tiene:
f o 1
/ F.dr = AE, — 2mgh = §2mv§m
despejando la velocidad vy, del péndulo en A:

Vo = /2gh

Esta es la velocidad que tiene el péndulo de masa 2m antes de producirse el choque. A
continuacion vamos a plantear las ecuaciones del choque. Por un lado sabemos que la
cantidad de movimiento del sistema debe conservarse antes y después del choque. Por
otro, segun el enunciado,tras producirse el choque la energia cinética de la mas pesada es

doble que la de la més ligera. La primera de estas dos premisas se puede expresar como:
/ /
2m - Vg = 2m - Uy, +Mm - v,

donde vy, es la velocidad del péndulo antes del choque,v), . es la velocidad del péndulo
después del choque y v], la velocidad de la masa m después del choque. La cantidad de
movimiento mv del péndulo tiene, antes del choque la direccion de v5,,, es decir, horizontal
y de sentido hacia la derecha. En este instante anterior al choque la masa m esta en reposo
y, por tanto, su cantidad de movimiento es nula. Después del choque ambas particulas
tendran velocidades &gm y &m de direccion horizontal y sentido hacia la derecha. La
ecuacion que acabamos de escribir es la proyecciéon horizontal de la igualdad vectorial
de las cantidades de movimiento del sistema formado por ambas masas inmediatamente

antes einmediatamente después del choque. La segunda condicion expresara que la energia



1. DINAMICA DE LA PARTICULA

cinética de la masa mayor (2m) es doble de la energia cinética de la masa menor(m),
después del choque:
1 I 5

—2mulE = 2-mu?
2 2

Las incognitas son v, y v5 .y dado que tenemos dos ecuaciones, es posible resolver el
sistema quedando:
/ /

vo=vh v = 3 2gh

Tras el choque la bola de masa m recorre la trayectoria AB que de acuerdo al enunciado es
un tramo liso, por tanto la velocidad en A sera la misma que en B porque no hay ninguna
fuerza que trabaja y su energia cinética no se incrementa (la velocidad permanece con
valor constante).

2

’UB:U;n:§ 2gh

siendo ésta la respuesta pedida en el primer apartado del enunciado. Para responder a la
segunda pregunta es necesario recordar que la trayectoria BC' es una superficie parabolica
lisa. Dado que la bola asciende por esta superficie una altura h, la dos fuerzas que realizan

trabajo son el peso y la fuerza ﬁ, por consiguiente:

Wheso = —mgh

c_. c Lo, had,
Wg :/ F-dr :/ aydx :/ T dx = [aﬁ§]0 = ahl/3
B B 0

Recuérdese que F tiene direccion horizontal y por tanto solo primera componente. Puesto
que la bola asciende una altura h siendo la velocidad en C' igual a la velocidad en B, la
suma de los trabajos calculado debe ser igual a cero puesto que el incremento de energia

cinética debe ser nula:
3mg
Wiyeso + Wp =0= —mgh +ahl/3 — | = —

contestandose asi a la segunda pregunta del enunciado.

10



1.4. Problema 4

1.4. Problema 4

La seccién recta vertical de una superficie cilindrica fija esta constituida
por una parte semicircular ABC de radio R y otra parte, también semicircular
CDE, de radio R/2, como se indica en la figura.
Desde el punto méas alto A de esta secciéon y por el
interior de la superficie cilindrica se lanza una masa
puntual m con velocidad v) situada en el plano de la
seccion recta y que describe la trayectoria ABCDE. En

el trayecto ABC', el rozamiento es despreciable y en el

trayecto C DE el médulo de la fuerza de rozamiento es
constante e igual a k. Se pide hallar el valor maximo
de k£ para que la masa m llegue a alcanzar el punto F

sin despegarse antes de la superficie cilindrica.

SOLUCION
Para lanzar la masa puntual desde A hasta E sin que se ésta se despegue al llegar a E es
necesario que la masa no se pare a lo largo de toda la trayectoria. En el momento en que se
parara la masa, sobre todo si se produce entre el punto D y E, se despegaria de la superficie
y caeria por su propio peso. Como se puede intuir, cuanto mayor sea la velocidad inicial,
mayor serd la velocidad que alcance la masa en E, cumpliéndose el requisito pedido. No
obstante, la velocidad inicial es un parametro dado en el enunciado, asi que va a ser el
rozamiento y concretamente el parametro k lo que determinara la solucion del problema.

Cuanto mayor sea el rozamiento, mayor disminuciéon de la velocidad habra. Hay que

11



1. DINAMICA DE LA PARTICULA

encontrar el valor maximo de k para que se cumpla la condiciéon de que la velocidad no
disminuya tanto que consiga que la masa se despegue antes de llegar a E. Para ello es
necesario calcular de qué depende k. Inicialmente se va a calcular el trabajo realizado por
las fuerzas a lo largo del camino AC'y posteriormente el trabajo a lo largo de la trayectoria
CFE.

Asi, se tiene que en la trayectoria AC soOlo realiza trabajo el peso, ya que la masa
desciende 2R asi que el trabajo de éste se puede igualar a la diferencia de energias cinéticas,

siendo v¢ la velocidad de la masa al llegar al punto C.
1
Wac =mg2R = §m(vé )
Si despejamos la energia cinética en C' obtenemos:
L Lo,
S = mg2R + 5™MY (1.5)

Por otro lado, el trabajo realizado a lo largo de C'E' es la suma del trabajo del peso, que

asciende una altura R, y de la fuerza de rozamiento:

1
Wer = —mgR — lmrE = §m(ng — v%)

siendo v la velocidad de la masa en el punto E. En esta ecuacion el trabajo del rozamiento
se ha calculado mediante Wy, = fg F.di = — ff kdr = —kWR;, donde se ha tenido en
cuenta que Zi lleva la direcciéon de dr pero sentido contrario, que su modulo es constante
k y que recorre media circunferencia de radio R/2.Si en esta ultima ecuacion sustituimos

el valor de la energia cinética en C' obtenido en 1.7, se tiene:

R 1 1
—mgR — k:7r§ = §mv?E — (mg2R + §mv§) (1.6)

operando y dejando a un lado de la ecuacion el sumando que contiene el parametro k:

1 R
mgR + Emvg = §mv% = kwa (1.7)

como se puede observar, el pardmetro £ depende de 3 elementos principalmente:

12



1.4. Problema 4

= peso de la masa puntual
= la velocidad inicial con que se lanza la masa
= la velocidad de la masa en el punto E

El primer y segundo elementos son datos que vienen dados
por el enunciado y no podemos cambiar. La velocidad en F
es desconocida a priori pero podemos ver de qué depende su
valor realizando un anélisis de fuerzas en el punto FE.

Mén mg Como se puede ver en la figura, en el punto E hay dos
fuerzas que actian sobre la masa. Por un lado su propio peso,
vertical y hacia abajo y por otro lado, la normal que ejerce la
pista sobre la bola, que tiene la misma direcciéon y sentido que

el peso en esta posicion E. La suma de ambas fuerzas, por la segunda ley de Newton,

debe ser igual a la masa por la aceleracion:

2
muyg

R/2

mg+ N = ma, = (1.8)

donde a,, es la aceleracion normal si la trayectoria es circular hasta llegar a . No obstante,
como se aprecia en la ecuaciéon y en la figura, la aceleracion considerada es una aceleracion
normal y por tanto su valor seré igual a la velocidad de la masa al cuadrado en el punto
considerado dividido por el radio de la trayectoria, que en este caso concreto vale R/2.
En la ecuacion 1.7 se ve que para que k sea maxima, vy debe ser minima. Lo que es
perfectamente 16gico, a mayor valor del rozamiento, menor sera la velocidad en E. Pero
ha de ser compatible con la condicion 1.8. En esta tltima ecuaciéon se puede ver que el
valor de vg se hace minimo cuando el valor de N se hace lo més pequeno posible, es decir,
N = 0 (ya que el peso no puede variar). Sigue el contacto geométrico de la bola con la

pista, aunque ya no haya contacto mecanico (la reaccion N se anula) . Teniendo en cuenta

13



1. DINAMICA DE LA PARTICULA

este hecho, se puede despejar el valor de v% en la tltima ecuacion:

mgR
2

2 _
muy =

el valor hallado, se puede introducir en la ecuacion 1.8, con el objetivo de llegar al valor

de k, y al operar adecuadamente se obtiene:

m (3 9

14



1.5. Problema 5

1.5. Problema 5

En el punto mas alto de un plano inclinado rugoso y fijo, se deja caer
sin velocidad inicial una masa puntual m sometida a su peso y a una fuerza

constante F = ki.

Si el coeficiente de rozamiento i es conocido y cons-
tante , se pide : 1°) valor de la constante k para que y
al llegar m al punto mas bajo B del plano, no haya A

variado su energia mecanica. 2°) a partir del valor de

k obtenido en el apartado anterior, calcular la acele- o -
B

racion de m sobre el plano y sacar consecuencias del
resultado obtenido.

SOLUCION

Para poder realizar el problema hay que realizar un diagrama de fuerzas y proyectarlas
sobre unos ejes que sean paparelos y perpendiculares a la superficie del plano. En la
figura se muestra este diagrama, que incluye las fuerzas mg, ﬁ, la reaccion N del plano y
el rozamiento fr )

De este diagrama, y proyectando las fuer-

zas sobre los ejes marcados se llega a las dos

ecuaciones siguientes:
mgsin(p) + kcos(p) — Fr =ma  (1.9) A
N —mgcos(p) + ksin(p) =0 (1.10) -
Teniendo en cuenta que Fr = uN y que se
puede despejar IV de la segunda ecuaciéon an-
o >

15



1. DINAMICA DE LA PARTICULA

terior, obtenemos:

N =mgcos(p) — ksin(¢) =0 (1.11)
mgsin(p) + kcos(p) — uN = mgsin(p) + k cos(¢) — pmg cos(p) + pksin(y) = ma
(1.12)
Por otro lado, hay que tener en cuenta el dato del enunciado acerca de que la energia
mecanica se conserva a los largo de la trayectoria desde A hasta B y que la velocidad
inicial es nula. Como la energia mecanica es la suma de la potencial del peso y la cinética,
se tiene:

Epa+ Exa = Epp + Eip

y entonces:

1
mghy = Emv?g

Ademas, a lo largo de la trayectoria AB han realizado trabajo el peso, la fuerza de roza-

miento y la fuerza F'. El teorema de la energia cinética nos da:

1
mgha — uNL + kL cos(p) = §mv%

siendo L la longitud del plano. Por la condicion de conservacion de la energia mecanica,

mgha = %mv%, la ecuacion queda reducida a:
—uNL+ kL cos(p) =0

Por tanto, sustituyendo el valor de N obtenido en 1.12 y despejando k:

pimg cos ()
psin(p) + cos()

—u(mg cos(p) — ksin(p)) + kcos(p) =0 = k =
Una vez obtenido k, al sustituirlo en 1.12 se obtiene que la aceleracién es:
a = gsin(yp)

este resultado implica que la fuerza F' tiene una valor tal que su componente tangencial

a la superficie del plano es exactamente igual a la fuerza de rozamiento, lo que da lugar a

16



1.5. Problema 5

que la aceleracion de la bola es idéntica a la componente tangencial de la aceleracion de la
gravedad. Si hubiéramos resuelto el problema considerando en el eje x como tnica fuerza en
ese eje la componente del peso, ya que la condicién de conservacion de la energia mecanica
implica que el trabajo de las otras fuerzas, excluido el peso, debe ser nulo y por tanto la
componente de F sobre el plano debe ser igual y contraria a F,., hubiéramos obtenido la

misma aceleracion a = gsin ¢. El valor de k se sacaria a través de ksinp = ulN.

17
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Capitulo 2

DINAMICA DE LOS SISTEMAS

La dinamica de los sistemas se encarga de relacionar las fuerzas existentes con los
movimientos de los sistemas. Concretamente en las proximas paginas se trataran proble-
mas de dindmica de so6lidos rigidos en movimiento plano. Este movimiento puede ser de
traslacion o de rotacion en torno a un centro instantdneo o un centro permanente. Para

resolver estos problemas hay que tener en cuenta dos teoremas bésicos:
= Teorema del centro de masas
» Teorema del momento cinético

Cuando tenemos un sistema de particulas materiales podemos considerar que toda la
masa del cuerpo esta concentrada en un punto denominado centro de masas. El centro de

masas G se puede calcular para un conjunto de masas m;como:

= Ym; - T
rce = ———
Zmi

siendo 7 el vector posiciéon del centro de masas y 7;, el vector de posicion de cada una
de las masas.
El teorema del centro de masas establece que la suma de todas las fuerzas exteriores

al sistema es igual al producto de la masa del sistema por la aceleraciéon de su centro de

masas.

Zﬁ:m@b
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2. DINAMICA DE LOS SISTEMAS

Un so6lido plano con simetria tiene su centro de masas en el punto de corte de dos ejes de
simetria del cuerpo. Por otro lado, el teorema del momento cinético establece que la suma
de momentos respecto al centro de masas de las fuerzas que actian sobre un cuerpo en

rotacion debe ser igual al producto del momento de inercia por su aceleracion angular.
YN = Ilca

siendo N los momentos de las fuerzas, I el momento de inercia del cuerpo respecto a un
eje perpendicular al plano del sistema que pasa por el centro de masas y « la aceleracion
angular del cuerpo.

Cuando no se toman momentos respecto al centro de masas, es posible tomarlo respecto
al centro instantaneo de rotacion (CIR) , punto que tiene velocidad nula. En ese caso, es

necesario corregir el momento de inercia por medio del Teorema de Steiner.

Y Ncrr = Icird

Icir = Ig + MD?

siendo Icorr el momento de inercia respecto al eje que siendo perpendicular al plano del
sistema, pasa por CIR, ]\7013, momento de una fuerza respecto al CIR, M la masa del
solido y D la distancia que existe entre el centro de masas y el CIR respecto al cudl se

toman momentos.
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2.1. Problema 1

2.1. Problema 1

La fuerza F acelera al bloque Mo hacia la derecha.
Hallar esta aceleraciéon sabiendo que los

//
coeficientes de rozamiento entre m; y my 7

y el suelo son iguales a y, y el rozamien- my
to en la polea es despreciable. /-EZ F
m —

SOLUCION

7

En todo problema de dindmica, y sobre
todo en dinamica de sistemas, es fundamen-
tal realizar un diagrama de cuerpo libre incluyendo las fuerzas que actian. Para
realizar este diagrama es necesario tener en cuenta que hay que separar los cuer-
pos y realizar un diagrama por cada uno de ellos. Esto es debido a que por la
ley de accién y reaccion, determinadas fuerzas como las reacciones que ejercen en-

tre si determinados cuerpos pueden no verse si se realiza un dnico diagrama global.

T

D s T

F
E
En el ejemplo que tenemos el diagrama
...T_ m- para uno y otro cuerpo se muestran en las
. T i F:z figuras. La tension es de modulo T igual pa-
12

mig ra ambos cuerpos, ya que el hilo no roza con

la polea. El bloque my de abajo, se desplaza

hacia la derecha deslizando sobre el suelo y
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2. DINAMICA DE LOS SISTEMAS

sobre la cara inferior del bloque m de arriba.
Por ello los rozamientos tienen sentido hacia
la izquierda.

El bloque pequeno desliza hacia la izquierda sobre el bloque grande ; el rozamiento
que actuia sobre él tiene sentido hacia la derecha. La normal de apoyo de un bloque sobre
el otro se ha denominado Ny y en el apoyo contra el suelo , N

A continuacion escribiremos las ecuaciones del teorema del centro de masas correspon-
dientes a ambos diagramas. Del primer cuerpo tenemos tomando como sentido positivo

el de avance de su centro de masas:
mig — Nig =0 — myg = Nio
T — Frig = mia
Del segundo cuerpo se tiene, siguiendo analogo criterio de signos:
—N=0— N =mgg+ Npo
F—-T —Fris — Fr— =msa

Las fuerzas de rozamiento que aparecen en las ecuaciones son ambas de deslizamiento,

por tanto:
FT':,U/N ,,FT12:ILLN12

Ademés, dado que ambos cuerpos se estan trasladando y estan unidos por un hilo, las
aceleraciones seran iguales, ya que al ser el hilo inextensible, lo que se muevan hacia la
izquierda los puntos del tramo superior del hilo, tiene que ser igual a lo que se muevan
los puntos del hilo inferior hacia la derecha. Los médulos de las aceleraciones han de
ser iguales: a; = as = a. Por eso no se han indicado subindices de a en las ecuaciones.

Sustituyendo las fuerzas de rozamiento en las ecuaciones anteriores, nos queda:
T — pumig = mia

F—T — pumyg — p(mag + myg) = mea
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2.1. Problema 1

sumando ambas, se elimina la tensiéon y obtenemos:

F — pg(3my +mo)

F —3umyg — umag = (mq + me)a — a =
my + Mo
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2. DINAMICA DE LOS SISTEMAS

2.2. Problema 2

Un disco de 0,5 m de radio y 20 kg de masa puede girar libremente alrededor
de un eje horizontal fijo que pasa por su centro. Al tirar de una cuerda que esta
arrollada alrededor del borde del disco se le aplica a éste una fuerza de 9,8 IN.
Hallar la aceleraciéon angular del disco de la figura a) y la aceleraciéon angular
del sistema de la figura b). El cuerpo tiene una masa de 1kg y los datos del
disco son los mismos del caso anterior. El eje ZZ’ esta fijo. Por tltimo, hallar
la aceleracion angular del disco de la figura (c) . Supongase que se tienen los

mismos datos para el disco que en el caso anterior.

SOLUCION

Este problema trata tres ejemplos para mostrar la dinamica de rlotacion de un disco en
tres situaciones diferentes. Como siempre, comenzaremos dibujando el diagrama de fuer-
zas, primeramente del disco a).
Al ser un sélido en rotacion, ademaéas de las ecuaciones del teo-

rema del centro de masas, también plantearemos las del mo- ’/' o

AN

mento cinético. Primeramente proyectando las fuerzas sobre el

eje vertical, tenemos:

N—F—Mg=0

mg
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2.2. Problema 2

donde N es la suma de las reacciones F’ de reaccion en el

cojinete del eje, que no puede desplazarse.El sumatorio de fuerzas es nulo ya que no
existe movimiento a lo largo del eje vertical puesto que el disco estd apoyado. Si tomamos
momentos respecto al centro de masas del disco que es el centro del disco, tinicamente
tiene momento la fuerza F. Tanto la reaccion del eje como el peso, pasan por el propio

centro de masas, no pudiendo efectuar momento.

1
F-R= QMRQOé
despejando a:
oo 2F
MR

Para el segundo caso necesitaremos realizar dos diagramas
de cuerpo libre; uno para el disco que solo gira y otro para el (“ o
) : : . AN
bloque que so6lo se traslada hacia abajo. Las ecuaciones para

el primero son: T

Mg+T—-N=0

1
T-R=-MR% Mg |

2

mg
donde T es la tension del hilo. Para el bloque:

mg — T =ma

como se puede observar, hemos tomado como el sentido positivo el del movimiento, en el
giro del disco el contrario a las agujas del reloj y para el bloque hacia abajo. Puesto que
ambos cuerpos estan unidos por el hilo, habra que plantear una ecuaciéon de ligadura. Se
puede observar que cualquier punto P de la periferia del disco tiene una aceleracion lineal
igual a:

ap = aR
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2. DINAMICA DE LOS SISTEMAS

como el bloque esta unido al disco por la periferia de éste, entonces se puede afirmar que
los puntos de la periferia del disco tendran la misma aceleracion que el propio bloque(el

hilo se traslada verticalmente). As:
ap =a=aR

con esta ultima ecuacion podemos despejar la tension en funcion de la aceleracion angular

de la ecuacion para el centro de masas del bloque:
T =mg—ma=m(g— aR)

y sustituyendo este valor en la ecuacion del momento cinético del disco:

1 mg
T'=_-MRa=m(g—aR) > a=——7——

2 g~ aR) R(EM + m)
Para el tercer caso, como en los anteriores, haremos el diagrama de fuerzas correspondien-
te.

La ecuacion del teorema del centro de masas es:
Mg—T = Ma

en este caso el centro de masas del disco, al no estar apoyado, desciende con una aceleracion

definida por a. Para el momento cinético tenemos:

1
T-RZEMRQa

teniendo en cuenta que se han tomado momentos respecto al centro de masas del cilindro.
Como se puede ver atin queda una ecuaciéon por plantear ya que a, 7'y « son incognitas
del problema y sé6lo hay 2 ecuaciones.

El punto A de la figura esta quieto porque todo el tramo
vertical del hilo permanece en reposos; es un centro instantaneo
de rotacion y su velocidad es nula. Se puede ver que segin (-

va descendiendo el disco se va desenrollando una longitud de



2.2. Problema 2

hilo igual a la recorrida por el disco, es decir, estamos ante

una rodadura sin deslizamiento y, en consecuencia, el punto

de contacto entre el hilo y el disco es el CIR. Este es un caso

dindmicamente idéntico a un disco que rueda sin deslizamiento

por un plano. Por tanto, la aceleracion del centro de masas, al girar en torno a A, debe
ser igual a:

a=aR
Con las tres ecuaciones anteriores llegamos al siguiente valor de a:

29
o= —
3R
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2. DINAMICA DE LOS SISTEMAS

2.3. Problema 3

Un cilindro de revolucién, homogéneo, de radio R = 40 cm y masa M =
6 kg tiene una ranura de radio 20 cm en la que se arrolla un hilo ideal.
Se aplica al extremo libre del hilo una fuerza vertical
F = 30 N. Sabiendo que el coeficiente de rozamiento F
con el plano de apoyo es i = 0,2, se pide : 1°) diagrama @

de fuerzas que actaan sobre el cilindro. 2°) comprobar

si el cilindro desliza o no. 3°) aceleraciéon angular y 7
aceleracion del centro de masas del cilindro.(témese
g =10 ms™?).

SOLUCION
Para determinar si el cilindro rueda con o sin deslizamiento plantearemos
una hipotesis; si ésta no fuera cierta, llegarifamos a wun resultado ilogico.
Asi que nosotros plantearemos que el disco rueda sin deslizamiento y aplicaremos todas
las ecuaciones que justifiquen esa condicion. Para poder comprobar si la hipotesis es cierta
calcularemos la fuerza de rozamiento y si ésta sale mayor que el producto /N, entonces
diremos que la hipotesis de partida es incorrecta, ya que la fuerza de rozamiento nunca

puede ser mayor que el producto antes senalado.

HIPOTESIS Rodadura sin deslizamiento
Fr < uN — hipotesis cierta

Fr > uN — hipotesis falsa

Si la superficie fuese lisa y no existiese F'r, al aplicar verticalmente F', tomando momento
en torno a G, el giro producido seria en el sentido contrario a las agujas del reloj. Esto
haria que el punto de contacto del cilindro con el suelo tiende a moverse hacia la derecha.

Esto haria que el punto de contacto del cilindro con el suelo tiende a moverse hacia la
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2.3. Problema 3

derecha, patinando sobre el suelo . Al existir F'r debe ser de sentido contrario, hacia la
izquierda. Que consiga o no dejar este punto de apoyo quieto , caracteriza que no haya
deslizamiento en la rodadura o que si que lo haya.

Las ecuaciones para el centro de masas son las siguientes:

F+N-Mg=0 (2.1)
Fr=Ma (2.2)
Fr
/ Af 4 Como la tnica fuerza existente en el eje de las x es la fuerza
N

de rozamiento, esta fuerza es la que posibilita el movimiento
horizontal del disco. Para el teorema del momento cinético, si tomamos momentos respecto

al centro de masas obtenemos:
1 2
F-R/Q—Fr-RzaMRa (2.3)

Por ultimo, antes de resolver el sistema de ecuaciones, debemos poner la condicion de
rodadura sin deslizamiento, que es nuestra hipoétesis de partida; en una rodadura sin
deslizamiento el punto de contacto entre el suelo y el disco es el centro instantaneo de
rotacion, lo que implica que la aceleracion del centro de masas (que gira en torno al punto
de apoyo) es:

a=aR

Son incognitas N, F'r, a y a Con las cuatro ecuaciones anteriores podemos resolver el
sistema con el objetivo de hallar el valor de F'r y poder comprobar si la hipotesis de
partida es cierta. Sustituiremos el valor de F'r y la condicion de rodadura sin deslizamiento

en la ecuacion del momento cinético:

AR VR S Vg

2 2 R
operando:
F 1 F
E—Ma:§Ma—>F:3Ma—>a:3—M:3O/60:O,5
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2. DINAMICA DE LOS SISTEMAS

entonces:

Fr = Ma = 15N

Por otro lado, la normal del plano es:
N=Mg—F =60-30=30N— uN =0,2-30=06N

Como se puede observar la F'r obtenido es mayor que pN, lo que quiere decir que la
hipotesis es falsa y, en consecuencia, se puede afirmar que el cilindro rueda y desliza. A
continuacion pasaremos a resolver el problema considerando que el disco rueda y desliza.
Esto implica que ya no se puede aplicar la condicion a = aR, pero si se puede aplicar la

expresion de la fuerza de rozamiento al deslizamiento:
Fr=uN=0,2-30=6N

El resto de ecuaciones, tanto el teorema del centro de masas 2.2 como el teorema del
momento cinético 2.3 se mantienen ya que ha sido tomado en torno al centro de masas.

Por tanto, despejando la aceleracion de 2.2:
6 2
Fr:ma%a:Fr/mzézlm/s

y despejando la aceleracion angular de 2.3:

1 F—2Fr 30—12 ,
F/2—Fr—§Moz—>oz— - 6 = 3 rad/s
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2.4. Problema 4

2.4. Problema 4

Un cilindro 1, de peso P y radio R, rueda sin deslizar, ascendiendo por un
plano inclinado 30° con la horizontal.Tiene arrollado sobre él un hilo que pasa
por la polea superior, sin rozamiento y tiene su otro extremo arrollado sobre
el tambor de radio R/2 de la rueda 2, de peso P y radio R, de momento de
inercia I = P2_§2’ que rueda sin deslizar, descendiendo por el plano inclinado
de la derecha, de dngulo 30° con la horizontal. Se pide calcular la aceleraciéon
aco del centro de masas de la rueda 2. Se supone que el hilo no roza con la

polea central.

®
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2. DINAMICA DE LOS SISTEMAS

SOLUCION

En un problema de dindmica como éste hay que dibujar inicialmente el diagrama de
cuerpo libre para cada uno de los so6lidos presentes en el problema. En este caso tenemos
dos, asi que habra que realizar dos diagramas.
Para el primer cilindro podemos observar que hay varias fuer-
zas presentes; la tension del hilo, la fuerza de rozamiento, el
peso del cilindro y la normal que ejerce el plano sobre el cilin-
dro. Ademas, dado que el cilindro esta ascendiendo, la direccion
de giro del mismo serad la marcada en la figura. Las ecuaciones

del teorema del centro de masas, de acuerdo a su diagrama de

la derecha, serén las siguientes, tomando como ejes el propio

plano y su normal:

P
T—Fri—Psin30 = —a,
g

N — Pcos(30) =0

siendo a; la aceleracion del centro de masas del cilindro. El sentido de F'r; no es conocido
al no haber deslizamiento. Al despejar su valor podria salir negativo. Por otro lado, ya
se puede plantear la ecuacion del momento cinético. Si el sentido de giro marcado en la

figura es el positivo, y tomamos momentos respecto al centro de masas, se tiene:

T-R+Fri-R= %gRQal
Como se puede observar el momento efectuado por la fuerza de rozamiento F'r; es positivo,
es decir, que el rozamiento de ser este su sentido verdadero estaria dando lugar a un
momento favorable al sentido del movimiento. El peso y la normal no efecttian momento
puesto que sus rectas soporte pasan por el centro de masas. También, podriamos plantear

esta tltima ecuacion tomando momentos respecto al Centro Instantaneo de Rotacion
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2.4. Problema 4

(CIR), que en este caso es el punto de contacto entre el cilindro y el plano al tratarse de
un rodadura sin deslizamiento. Entonces la ecuaciéon cambia no sélo en el lado izquierdo,
sino también, en el lado derecho, puesto que el momento de inercia del cilindro debe

corregirse por medio del Teorema de Steiner:

1P P
T-2R— Psin(30)- R = (551%2 - ED2)041

siendo D la distancia existente entre el centro de masas y el punto donde se toman

momentos, en este caso, el CIR, resultando ser D= R y operando:

3P
T 2R — Psin(30) - R = §—R2a1
g

Para terminar con las ecuaciones correspondientes a este cilindro, plantearemos la condi-

cién de rodadura sin deslizamiento:
a; = o R

A continuacion pasaremos a plantear las ecuaciones de mo-
-Xcmento cinético, centro de masas y condicion de rodadura sin

deslizamiento para el cilindro 2 teniendo en cuenta su diagrama

de cuerpo libre (figura de la izquierda):
P
Psin30—T—F7“2 = —AQ2
g

N — Pcos(30) =0

R 1P
Fry-R—T -~ = -—R%a,
2 2gq

a9 = O./QR

donde F'ry es la fuerza de rozamiento en el plano de la derecha,
as es la aceleracion del centro de masas del cilindro 2 y as la aceleracion angular del
cilindro 2. La tension es la misma que la que se planted para el cilindro 1 puesto que el

hilo es el mismo y no existe rozamiento en la polea. Los rozamientos son diferentes ya que
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2. DINAMICA DE LOS SISTEMAS

las superficies de los planos son distintas. Si contamos todas las incognitas, veremos que
hay un total de 8 para 7 ecuaciones( la ecuacion N — P cos(30) = 0 se cuenta una unica
vez). Esto implica que falta una ecuacion por plantear. Dado que ambos cuerpos estéan
unidos, sus aceleraciones no puedan ser independientes, sino que estan relacionadas; sera
necesario plantear una ecuacion de ligadura. En la figura se puede ver como el punto A y
el punto B pertenecen al hilo y a su vez, el primero pertenece al cilindro 1 y el segundo, al
2. Todos los puntos del hilo deben tener la misma aceleraciéon de traslacion, lo que implica
que los puntos A y B de los cuerpos rodantes tienen la misma aceleracion tangencial y

por tanto:

aia = 12R
3R
ap = Qg—
tB 2 9
3R 3
aipA = Qg — 0412R = 0527 ;0 = Z_la2

Con la ecuacion de ligadura y las correspondientes a ambos cilindros se puede resolver el

problema. La solucion es:
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2.5. Problema 5

Una varilla homogénea de longitud /| y masa m esta articulada en el punto

O mediante una rotula.

Si se deja caer desde su posicion vertical (velocidad
inicial nula), gira alrededor de O , en el plano verti-
cal. En la posicién de la figura, hallar su aceleracién

angular a y su velocidad angular w.

SOLUCION
Este ejercicio se puede resolver de dos maneras distintas; por
medio del teorema del momento cinético, o por mediante el
calculo de la energia de un sistema. Inicialmente utilizaremos

la primera manera.

Para ello necesitamos un diagrama de las fuerzas implicadas
que se muestra en la figura. Como se observa, la reaccion en
la rotula, es decir, la reaccion N es desconocida, por tanto,
parece logico que tomemos momentos respecto al punto O, y

asi evitaremos la intervencion de N, ya que produce momento

nulo en 0. Al tomar momentos respecto a 0 queda:

1 [
mgl sin(p) = [Eml2 + m(§)2]a
donde [sin(y) es la distancia que existe entre la recta soporte del peso y el punto O y

donde m(%)2 es la correccion por el teorema de Steiner del momento de inercia de la

varilla al haber tomado momentos respecto al punto O que es el Centro Instantaneo de
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2. DINAMICA DE LOS SISTEMAS

Rotacion. Operando y despejando a:

3gsin(y)

1
gsin(p) = gla o= l

: _ dw _ dy
Para poder hallar la w es necesario tener en cuenta que o = ¥y que w = 7, por tanto

se puede expresar « en funcién de ¢ como:
dw dy dw
a=— -—=—" W
de dt dp
sustituyendo en la ecuacion anterior el valor de a:

3gsin(p) _ dw

[ dy

pasando el dp a la izquierda del igual, obtenemos una expresion integrable:

© : w
/ —3g 81ln(g0) dy :/ Odww
0

_3gcosg0]¢ W
[0 2

ya que en la posicién inicial w =0y ¢ = 0, operando

2

3 3
79(1—|—cos<p) = % — w = \/279(14—005@)

Otra manera de resolver el problema es por medio del calculo de la energia cinética en el

movimiento de rotacion respecto a 0:

donde se ha corregido el momento de inercia para pasarlo a 0 vg es la velocidad del

l

centro de masas y w la velocidad angular del sistema.ve podemos expresarla como w - 5

y sustituyendo:

11 11 2
B — — Bl 4 - mwte
S PR E UL

Por otro lado, la energia cinética se puede expresar como el trabajo de las fuerzas, que
en este caso sera igual al trabajo realizado por el peso al descender una altura de [ cos ¢,

por tanto, teniendo en cuenta ambas expresiones de la energia cinética:
2
ol 11 5

Ey =mglcosp = MW o + §Eml w
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operando:

w= \/2379(1 + cos @)

que es exactamente el mismo resultado que hemos obtenido por el método anterior.
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Capitulo 3

DINAMICA NO INERCIAL

Denominamos sistemas de referencia inerciales a aquellos que estdn en reposo o se
mueven con velocidad constante. Por otro lado, denominamos sistemas de referencia no
inerciales aquellos que estan acelerados. En esta parte nos concentraremos en problemas de
dindmica donde tenemos sistemas de referencia no inerciales. Para abordar estos problemas
necesitamos recordar ciertos conceptos de la cinemética relativa. Cuando una determinada
particula se mueve y su movimiento se observa desde un sistema de referencial no inercial,
la aceleracion de la particula P se expresa como:

— —

ap = Uy + d, + d. (3.1)

donde ap es la aceleracion de la particula dada para el sistema inercial y donde d,, es
la aceleracion de arrastre d, es la aceleracion relativa de la particula respecto al sistema
no inercial y d. es la aceleraciéon de Coriolis. Recordemos brevemente que son cada una
de estas aceleraciones. El movimiento de arrastre es el movimiento visto desde el sistema
inercial que tiene el punto donde esta situada la particula el sistema de referencia no
inercial. Imaginemos un disco (un frisbee) que se traslada y gira sobre su propio eje. Sobre
él hay una particula moviéndose a lo largo del diametro. Si utilizamos como sistema de
referencia el frisbee, inicamente veremos la particula moverse a lo largo del didAmetro. El
movimiento de la particula es relativo al frisbee. No obstante, el frisbee se estd moviendo

a su vez, si ademaés estuviera acelerado (que lo esta puesto que sabemos que esta rotando),
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3. DINAMICA NO INERCIAL

entonces diremos que el frisbee es un sistema de referencia no inercial. El movimiento que
realiza el frisbee es el denominado movimiento de arrastre.

Por tltimo, cuando el movimiento de arrastre tenga una componente de rotacion, es
decir, que el sistema de referencia no inercial rota con una cierta w, existe ademas una
aceleracion denominada de Coriolis, que es dos veces el producto vectorial de la w por la
velocidad relativa de la particula.

Por tanto, podemos expresar cada sumando de la ecuaciéon 3.1 de la siguiente manera:

s - - dv,
X 0P|+ [ x @ x OiP); @ ==L

—

i, = oy + | i, = 2@ x 7]

En definitiva, la aceleracion respecto a un sistema inercial es la suma de la aceleracion de
arrastre o aceleracion del sistema no inercial, la aceleracion relativa y la aceleracion de
Coriolis.

No obstante, dado que éste es un libro de problemas de dindmica, necesitamos pasar
las aceleraciones a fuerzas. Para ello simplemente multiplicaremos por la masa m de la

particula P objeto de nuestro estudio.
map = md, + ma, + md.

Por otro lado, si estamos examinando la dindmica de una particula desde un sistema de
referencia no inercial, la aceleracion observable que serd objeto de nuestro estudio, es la
aceleracion relativa y por tanto, la ecuacion que tendremos que utilizar para resolver esta

clase de problemas dindmicos sera la siguiente:
map — md, — ma, = Mma, (3.2)

que podemos expresar también de la siguiente manera:

=3

F+ Z-:chT

—

con F; = F’ia + ﬁzc y F’m = —mdy,, F’l = —md, y donde F son todas aquellas fuerzas que

estan actuando sobre la particula independientemente de que el sistema de referencia esté
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acelerado o no, ﬁz son aquellas fuerzas que surgen como consecuencia de que el sistema
de referencia es no inercial y esté acelerado. Son las denominadas fuerzas de inercia y
tal y como se ve en la ecuacion 3.2 tienen sentido contrario a las aceleraciones de Coriolis
y de arrastre.

En los problemas que se resolveran en las proximas paginas se tendra en cuenta este
enfoque para abordar la solucién de los mismos.

Resumen: Se elegira un sistema de referencia (observador movil) en general acelerado,
no inercial, desde el cudl se resolvera el problema con mas facilidad. Hay que conocer con
claridad el movimiento de este sistema. En él, junto con las fuerzas F' existentes en un
sistema inercial, hay que tener en cuenta las fuerzas de inercia ﬁz La fuerza de inercia de

arrastre Fja puede tener los términos en el caso mas general:

—
— -

d -
Fm:—md’a:—m(é}n—l—d—j><01P+JJ'><&J’><01P)

El primer sumando depende de la aceleracion de traslacion ag; del sistema y los otros dos
de su rotacion: el término tangencial % x 01P y el normal(o fuerza centrifuga) wxw x 01P.
La fuerza de inercia de Coriolis ﬁic depende de la w de la rotacion del sistema y de la

velocidad relativa v, de la particula respecto al sistema movil:

—

F,. = —mad,. = —m2[oméga X v,

Cuando el triedro movil no gira (w = 0)o la particula no tiene movimiento relativo respecto

al triedro movil (equilibrio relativo con v, = 0), la F,. es nula.
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3. DINAMICA NO INERCIAL

3.1. Problema 1

Dos paquetes A y B se pesan en dos basculas; el A en una bascula de brazo

y el B en una de resorte. Las basculas estan unidas al techo de un ascensor.

Cuando el ascensor estd parado, ambas béasculas in-

dican una masa de 15 kg. Puesto el ascensor en mo-

vimiento, se observa que la bascula de resorte indica
una masa de 20 kg. Determinar 1°) la aceleracion del
ascensor 2°) la masa indicada por la bascula de brazo.

SOLUCION

[]

La bascula de muelle nos da la masa del bloque B mediante la

medicion del peso de dicho bloque. Cuando la fuerza recupera-

dora del muelle se equilibria con el peso del bloque, se puede hallar la masa. La indicacion

que marque la bascula seré la fuerza medida dividida entre la aceleracion de la gravedad.

quelle - MBg =0

Fmedida
g

quelle = LI'medida — MBg — MB =

Situemos un sistema de ejes dentro del ascensor en reposo

Cuando el ascensor se acelera, el sistema de ejes es un

respecto a éL

sistema acelerado

o no inercial, que se mueve en traslacion ( es decir, sin w de rotacion).

Cuando el ascensor esta acelerado, aparece una fuerza

de inercia Fj,, debida al movimiento de arrastre del siste-

I/ 77

%
ma y solo a la aceleracion del origen dp; = @ del ascensor 7

I

y que tendré sentido contrario al de esta aceleracion y } Fo
por tanto la fuerza medida por la bascula sera la suma D A n

del peso del bloque y de la fuerza de inercia tal y como B

se puede ver en las figuras. #Mgg
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3.1. Problema 1

7 -

mea | quell
1) 5
Maa a

Fi| B
mag Mg *Mg
A A B /ﬁ

Ascensor con aceleracién
hacia arriba

o

Mead |
I mga
quelle
‘ <]
X a
Y Fil| B
mag Mag Meg Z

Ascensor con aceleracion
hacia abajo

Por tanto, teniendo en cuenta los datos del problema,
cuando el ascensor estd parado, la masa es 15 kg y ésta serd la masa del bloque B. No

obstante cuando estd en movimiento la masa es 20 kg, es decir:

Fmedida _MBg_ E =0

Fmedida - MBg - E

Si la masa medida es 20 kg, la F},cq:40 seré entonces 20g, el peso del bloque ya sabemos

que vale 15g, sustituyendo en la ecuacion anterior tenemos:
209 = 159+ F; — F; = b5g

La fuerza de inercia vale 5g y tiene el mismo sentido y direccion que el peso del bloque,

por tanto, el ascensor tiene aceleracion hacia arriba. La fuerza de inercia depende de la
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3. DINAMICA NO INERCIAL

masa del bloque B y de la aceleracion del ascensor , por tanto:

)
F, =59 — mBa:5g—>a:1—g:g/3

Para el caso de la bascula de brazo, la masa marcada sera la misma que en reposo ya que
las fuerzas de inercia actiian por igual tanto en la masa que se debe medir como en la que
equilibra. En el caso de que la aceleracion del ascensor fuer hacia abajo, el esquema de

fuerzas es el siguiente y el problema se resolveria de igual manera.
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3.2. Problema 2

3.2. Problema 2

Un cuerpo de masa m se halla sobre un plano inclinado un angulo de 30°

sobre la horizontal. El coeficiente de rozamiento entre el peso y el plano es p.

30° 30°

Hallar la maxima aceleraciéon horizontal que se podria dar al conjunto sin
que se produzca el deslizamiento relativo del cuerpo sobre el plano, teniendo
en cuenta los dos sentidos posibles de movimiento.

SOLUCION

Para resolver el problema plantearemos las ecuaciones y dibujaremos los diagramas
para ambos casos. Tanto en un caso como en otro sabemos que no existe deslizamiento
relativo del bloque respecto al plano inclinado. Si ponemos un sistema de referencia en el
plano inclinado, (seria un sistema de referencia no inercial al estar acelerado horizontal-
mente) y no existe desplazamiento relativo entre el bloque y el plano, estamos diciendo
que la aceleracion relativa del bloque a, respecto al plano es nula. Por tanto, esto es

equivalente a decir lo siguiente:
Z(ﬁ+ﬁ;) =md, =0

Para saber la direccion y sentido de las fuerzas implicadas F'y de la fuerza inercia, nece-

sitamos realizar los diagramas de fuerzas.
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3. DINAMICA NO INERCIAL

Para el caso en el que el plano se mueve hacia la

a

izquierda, la fuerza de inercia sera solo la de arrastre <

—

F., ya que no hay movimiento de rotaciéon y @, = 0.

Por otro lado, de los términos de arrastre, por ser

w = 0, s6lo queda el debido a la aceleracion dp; de
traslacion del origen del triedro no inercial. Tendré
sentido hacia la derecha tal y como se muestra en la figura. Si proyectamos las fuerzas

sobre unos ejes cartesianos x e y perpendiculares y paralelos al suelo, se tiene:

F; — Frcos(30) + Nsin(30) =0

mg — Frsin(30) — N cos(30) = 0
recordando que las ecuaciones se igualan a cero puesto que la aceleracion relativa del
bloque respecto del plano es cero. Ademas, para resolver el problema es necesario tener en

cuenta que estamos resolviendo el caso limite, en el que el bloque esta a punto de deslizar

para obtener el maximo valor de d@, por tanto la fuerza de rozamiento vale:
F.=uN

Por otro lado, la fuerza de inercia debido a la aceleracion de arrastre del plano valdra:
F,=ma

siendo a la aceleracion del plano. Sustituyendo en las ecuaciones:

3 N
ma—uN£+—:0

2 2
N V3

despejando N de la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera:
_ 2myg
(43
i mg  2myg V3
p+V3 p+V3 2

mg —

46



3.2. Problema 2

despejando la aceleracion:

_ V3u—1

a=g———o

V34

Para el caso en el que el plano se mueve hacia la
derecha, el diagrama de fuerzas cambia ligeramente

variando el sentido de F; y las ecuaciones son:

F;, — Frcos(30) — Nsin(30) =0

mg — Frsin(30) — N cos(30) = 0

obteniendo el siguiente valor para la aceleracion:

. \/§u+1

a=g——
V34
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3. DINAMICA NO INERCIAL

3.3. Problema 3

Un regulador centrifugo consta de dos hilos de longitud [ y peso despre-
ciable, ambos unidos a una masa m;. Uno de ellos esta unido a un extremo
fijo A de un eje vertical y el otro hilo a una masa m, que puede deslizar sin

rozamiento por dicho eje.

La masa ms esta unida también a un resorte de cons-

tante &k, unido a su vez por el otro extremo a un punto - A
fijo C. La longitud del resorte en reposo es [,. Hallar B\
la longitud que se ha alargado dicho resorte cuando el ™
sistema gira a una velocidad angular w. |
SOLUCION ° .
c#

7

Para entender este problema es necesario que veamos como

se encuentra el oscilador armoénico en la posicion inicial. Como se observa en la figura, el
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3.3. Problema 3

angulo 6 es cero, al estar las varillas que sostienen la bola en vertical coincidentes con la

guia por donde se mueve el bloque de masa m

lcos(@)

A =~y

’“I.

Cuando el muelle comienza a oscilar, necesariamente
la bola asciende y desciende produciéndose un giro en
torno a la guia. Las varillas se separan de la vertical y
comienzan a formar un cierto angulo con ella. Cuando
se alcance la situacion de equilibrio, las varillas formaran
un cierto angulo 6 y se producird un giro con velocidad
angular w.

No obstante, cuando se ha alcanzado esta situacion de
equilibrio, no conocemos la longitud que se ha alargado
el muelle. Por ello, teniendo la situacion inicial y la de

equilibrio, si podemos establecer ciertas relaciones entre

7
las longitudes implicadas y el angulo 6:

despejando x:

2041y =2lcos(0) + 1o+ =

x =2l(1 — cos(f)) (3.3)

Sin embargo, el angulo 6 depende de la velocidad angular w y de las masas de la bola

y el bloque, por tanto, es necesario resolver el problema dindmico y estudiar las fuerzas

implicadas para hallar las incégnitas.
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3. DINAMICA NO INERCIAL

Situemos un sistema de referencia no inercial con su origen en el extremo inferior en el
suelo y con un eje coincidente con el eje mecanico vertical y los otros dos horizontales, uno
en el plano del dibujo y el otro perpendicular, de modo que gira con la velocidad angular
@ fr my. Cuando la masa m; queda en reposo para este sistema, sobre ella actuaréa solo un
término de ﬁi, el debido a la aceleracion normal [ X &J X O;P], ya que el origen del triedro
no se traslada (dp; = 0) y que w ='cte, con lo que %‘f = 0. Por otro lado no existe ﬁic ya
que la aceleracion de Coriolis es nula, porque no existe movimiento relativo (¢, = 0). Sin
embargo sobre la masa mso no hay fuerzas de inercia ya que este término se anula puesto
que my estd sobre el propio eje de giro y su aceleraciéon normal en el giro es nula. Solo
existen sobre ella las F' dadas por T, N y msg vy la fuerza elastica de recuperacion —kzx.

En la figura siguiente tenemos las fuerzas que actiian sobre el bloque ms. Proyectando las

fuerzas sobre unos ejes cartesianos obtenemos:

N — T'sin(6) = 0, (3.4)

meg + kx — T cos(6) =0 (3.5)

Hay que recordar que ambas ecuaciones estén igualadas a cero porque el bloque se encuen-
tre en equilibrio relativo en el momento estudiado.La normal, reaccion de la guia sobre el
bloque existe debido a que es necesario que exista una fuerza que contrarreste la compo-
nente horizontal de la tension, si no, el bloque tendria un movimiento hacia la derecha.

Al dibujar las fuerzas que actian sobre la bola, sera ne-

cesario considerar la de inercia debido al giro de la guia.
Esta fuerza de inercia se conoce con el nombre de fuerza
centrifuga y es debido, como ya se ha dicho, a la existen-

cla de una aceleracion de arrastre de rotaciéon del sistema

. . M "J"
no inercial. Proyectando las fuerzas tenemos: r “

T sin(6) + T'sin(6) — F; = 0, (3.6)

myg

mig + T cos(0) — T cos(f) = 0 (3.7)
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3.3. Problema 3

como se observa, ambas ecuaciones estan igualadas a cero. En el eje y, porque no existe
movimiento en ese eje, y en el eje x, debido que no existe movimiento relativo entre la
bola y el sistema no inercial. Tanto la guia vertical como la bola estan girando con una

cierta w. La fuerza de inercia centrifuga en este caso toma el valor:
Fy = mw*r (3.8)

siendo r el radio de curvatura que en este caso vale [ cos(f). Con las ecuaciones 3.6,3.7,

3.9 ,3.4, 3.5 y 3.3, se resuelve el problema llegando a un valor de = de:

2(myw?l — (my + 2my)g)
miw? + 4k
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3. DINAMICA NO INERCIAL

3.4. Problema 4

Una pequena bola de masa 0,5 kg esta engarzada en una guia circular por
la que puede deslizarse sin rozamiento. Hallar el 4&ngulo y la accién que la guia
ejerce sobre la bola cuando aquella gira alrededor de su diaAmetro vertical con
velocidad de 47 rad/s, sin deslizar la bola por la guia. Radio de la guia 0,15

my g=2981 m/s%

S P ——

o e

SOLUCION
En este problema la bola estd moviéndose por la guia circular hasta que para un cierto
valor del angulo ¢ la bola ya no desliza, sino que se encuentra en una situacién de reposo
relativo con respecto a la guia. No obstante, la bola se mueve con la guia, puesto que ésta
esta girando, pero si establecemos un sistema de referencia no inercial con su origen en el
centro de la guia, un eje coincidente con el didmetro vertical y los otros dos horizontales,
uno contenido en el plano de la guia y otro perpendicular a este plano. Este sistema gira
con la w de la guia, ésta permanece en reposo para un observador subido a este sistema de
referencia. Cuando la bola queda en reposo en una cierta posicion de la guia, permanece en

reposo para este sistema de observacién. Como vamos a estudiar esta posicion de equilibrio
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3.4. Problema 4

desde el sistema de ejes acelerado no inercial, deberemos tomar en cuenta la existencia

-

de fuerzas de inercia. De la fuerza de inercia de arrastre F’m = —mldp + (‘2—‘;’ x 01 P) +
WX W X OfP] no existe el término de aceleracion de traslacion del origen O; del triedro,
ya que 0; permanece siempre en reposo (dp; = 0). Tampoco existe el término tangencial
de la rotacion porque w es constante (Cé—f = (). Sélo tenemos la fuerza centrifuga, término
normal de la rotacion, que serd perpendicular al eje de giro de moédulo mw?r, donde r
toma el valor Rsin¢ como se aprecia en la figura, y de sentido hacia afuera. La Fuerza
de inercia de Coriolis F’ic es nula porque hay reposos relativo (¢, = 0). Por tanto, para

resolver el problema, habrd que tener en cuenta que la suma de las fuerzas de inercia y

de las fuerzas debe ser nula:
Y (F+F)=0

Proyectando las fuerzas de acuerdo al esquema de la figura,

tenemos:

mg — N cos(p) =0, (3.9)

F; — Nsin(p) =0 (3.10)

y cOmo:

F; = mw?Rsin(y)

teniendo en cuenta esta tltima ecuaciéon, podemos hallar el

valor de N sustituyendo F; en 3.10:
sin(p) — Nsin(p) =0 — N = mw?R = 11,84 N
Por otro lado, de la figura podemos observar que la tangente del dngulo ¢ es el cociente

entre la fuerza inercia y el peso de la bola:

F; mw?Rsin(p) w?Rsin(p
(= T - Tisl) _ R
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3. DINAMICA NO INERCIAL

despejando el coseno de ¢:

. 2R .
sin ) _w sin(¢p) s cosp = g o= 65,5°
COS g w?R

o4



